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11.1 SIMPLE Algoritam

SIMPLE algoritam (Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations) je
metod baziran na pritsku i veoma je rasprostranjen u mnogim komercijalnim
kodovima koji se danas koriste. Osnovna ideja SIMPLE algoritma je da se formira
sistem algebarskih jednacina za rjeSavanje polja pritiska iz jednacine 10.20. S obzirom
da su brzine napisane i da se ra¢unaju na povrSinama (granicama) kontrolisanih
zapremina potrebno je naci vezu izmedju pritiska koji se sra¢unava u zapreminama i
brzina koje se racunaju na granicama. SIMPLE algoritam koristi diskretizovane
momentne jednacine za vezu pritiska i jednacine kontinuiteta.

Neka su u” i v* diskretne vrijednosti od u i v koji su rezultat rjeSavanja sistema
momentnih jednacina. Neka je i p* diskretna vrijednost pritiska koja se koristi u
rjeSavanju sistema momentnih jednacina. Vrijednosti ue" i van" zadovoljavaju
jednacine:

au, =Y a,u, +(p,—pp)Ay+b,

nb

a,v, =Y a,v.,+(pp—py)Ax+Db,

nb

(11.1)
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Sli¢ne jednacine se mogu napisati za brzine uw" i vs". Ako su vrijednosti pritiska p*
vrijednosti iz prethodne iteracije tada se sa izra¢unatim brzinama u" i v’ ne moZze
zadovoljiti jednacina kontinuiteta 10.20. Radi prevazilazenja tog problema treba

uraditi korekcije brzina da se zadovolji jednacina 10.20:

u=u +u
. (11.2)
vV=y +vVv

a analagno tome polje pritiska p* se takodje moze korigovati:
p=p +p. (11.3)
Ako se sada oduzme jednacine 11.1 od jednacina 10.24 i 10.25 dobija se:
aeue = Zanbunb + (pP - pE )Ay
nb
' ' ' ' . 11.4
anvn :Zanbvnb+(pP_pN)Ax ( )
nb
Kao i ranije sli¢ne jednac¢ine se mogu napisati i za uw i vs. Jednacine (11.4)
predstavljaju vezu izmedu korekcija brzina u'i v’ i pritiska p'. U sustini ove jednacine
treba da pokazu kako reaguje polje brzina na smanjivanje ili povecavanje polja
pritiska. Medutim potrebno je sada napraviti odredena pojednostavljenja. Ako se

izvrsi pojednostavljivanje jednacine (11.4) tako da vazi:

au, =(p,— pp)Ay

, . , , (11.5)
a,v, =(pp—py)Ax
pa ako se uvedu koeficijenti de i dn kao:
A
d ==
ae
Ax s (11.6)
d ==~
al’l
jednacine (11.5) dobijaju oblik:
u,=d,(pp = pe)
(11.7)

v, =d,(pp,=py)’

tako da se sada jednacina (11.2) mozZe napisati u obliku:
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u,=u, +d,(p,—p;)
* ) Co. 11.8
v,=v,+d,(pp—py) (11.8)

Sada se koris¢enjem jednacine (10.23) mogu odrediti fluksevi na granicama

kontrolisane zapremine na osnovu vrijednosti brzina sa * kao:

F =pu,Ay

« fa 11.9
Fn = pnvnAx ( )
Korekcije masenih flukseva kroz granice kontrolisane zapremine su date izrazima:
F,=F, +F,
. ¥ (11.10)
F =F +F,
gdje je:
Fe zpede(pP _pE)Ay
(11.11)

F,=p,d,(p,—py)Ax’

Sli¢ni izraz se mogu napisati za Fw, Fw, Fs i Fs'. 1z prethodno izloZenih izraza vidi se
kako maseni fluks varira na granicama sa promjenom pritiska. Sada je potrebno

konkretno izvesti izraze za srac¢unavanje pritiska iz jednacine kontinuiteta.

11.2 Jednacdina za korekciju pritiska

Razmotrimo za pocetak diskretizovanu jednac¢inu kontinuiteta napisanu za
proizvoljnu kontrolisanu zapreminu P. Vrijednosti brzina u” i v* koji se dobijaju
pocetnim rjeSavanjem momentnih jednac¢ina sa vrijednostima pritiska p* ne

zadovoljavaju jednac¢inu kontinuiteta (10.20) ve¢ je:

(pu’). Ay —(pu’), Ay +(pv°), Ax— ("), Ax =0, (11.12)
ili prevedeno na flukseve F prethodna jednacina dobija oblik:

F —F +F —F #0. (11.13)
Posto je glavni uslov da jednacine (11.2) zadovoljavaju jednacinu kontinuiteta (10.20),

pa se jednacina kontinuiteta koriste¢i masene flukseve moze napisati u obliku:

F'+F —-F —-F +F +F —F —F =0. (11.14)
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Ako se sada c¢lanovi sa indeksom ‘ zamijene izrazima (11.11) dobijaju se izrazi

korekcije pritiska:
F +pd,(pp—p)Ay—F,—p,d, (py—pp) 0119
+F, +p,d,(pp—p)Ax—F, —pd (ps—p,)Ax=0 '

Ako se sada reorganizuje prethodna jednacina dobija se konac¢ni izraz za pritisak u

zapremini P:

ApPp =D Py +b, (11.16)
nb
gdje je:
a, =p,d,Ay
aW = pwdey
aN = pndnAx
as = p,d,AxX (11.17)

ap = Zanb
nb

b=F,—F +F, —F,
Kao sto se vidi iz jednacine (11.16) izvorni ¢lan u njoj predstavlja izvor mase koji se
javlja uslijed toga to jednacina kontinuiteta nije zadovoljena u prvom pokusaju sa
pritiscima p*. Ako bi jednacine kontinuiteta bile zadovoljene za vrijednosti masenih
flukseva F* tada bi polje korekcija p’ bilo uniformno. Ako se za konstantnu referentnu
vrijednost izabere nulta vrijednost sve korekcije ¢e biti jednake nuli Samo u slucaju
da postoje izvori mase razli¢iti od nule dobija se polje korekcija koje nije uniformno,

tj. razli¢ito od nule. Postupak iteracija treba obavljati sve dok se ne postigne Zeljena

tacnost.

11.2.1 Sveobuhvatni algoritam za SIMPLE metodu

Nakon svega izlozenog moze se dati sveobuhvatni algoritam za SIMPLE
metodu u nekoliko koraka:

1. Pretpostavi se polje pritiska p*;
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2. Izvsi se diskretizacija momentnih jednacina i rijesi se po u" i v* gdje se
¢lanovi koji predstavljaju gradijent pritiska tretiraju kao izvorni;

3. Odredjuju se maseni fluksevi na bazi brzina sa u" i v* (F*) i na osnovu njih
iz jednacine kontinuiteta odredjuju se izvori mase b;

4. Formiraju se jednacine za odredjivanje korekcija pritiska p° na osnovu
prethodno sracunatih izvora masa za sve kontrolisane zapremine;

5. Korigovanje polja pritiska na osnovu jednacine (11.3), kao i brzina na
osnovu jednacina 11.8. Korigovane brzine sada zadovoljavaju jednacine
kontinuiteta;

6. Rjesavanje jednacina za neku skalarnu transportnu veli¢inu ¢, koristeci
prethodno sracunato polje brzina koje zadovoljava jednac¢inu kontinuiteta;

7. Ako sistem konvergira sa zadovoljavaju¢om ta¢nosc¢u zaustavlja se proces.
A ako ne sa sracunatim vrijednostima krece se u novu iteraciju pocev od

tacke 2.

11.2.2 Diskusija i zaklju&ci o SIMPLE algoritmu

Iz naprijed izloZenog vidi se da je korekcija pritiska prakti¢cno pogonska sila
koja upravlja strujnim poljem i koja vodi do rjeSenja koje je prihvatljivo tako da sve
jednacine kontinuiteta napisane za sve kontrolisane zapremine budu zadovoljene. S
obzirom da je potrebno pretpostaviti polje pritiska na pocetku, rjeSavanjem sistema
jednacina po u’ i v' ne garantuje se da ce jednac¢ina kontinuiteta biti zadovoljena.
Vrijednosti ¢lana b predstavljaju mjeru koliko je polje pritiska dobro predpostavljeno.
Kada se jednom sracunaju korekcije pritiska, vrsi se korekcija brzina u* i v* koristeci
jednac¢inu 11.2. Korigovane brzine zadovoljavaju jedna¢inu kontinuiteta tacno. Nije
potrebno ponovo zadovoljavati momentnu diskretizovanu jednacinu, ve¢ se sa
korekcijama samo koriguje ve¢ sra¢unato polje brzina u"i v".

Posebno je potrebno naglasiti da se ovdje rac¢unaju korekcije pritiska umjesto
pritiska, tako da izostavljanje ¢lanova 2anbun, i 2anbveb iz jednacina za racun
korekcije nema konsekvence na dobijanje ta¢nog rjeSenja. To se lako vidi ako se

pogleda Sta se deSava u poslednjoj iteraciji. U poslednjoj iteraciji u* v* i p
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zadovoljavaju momentnu jednacdinu i izvorni ¢lan b je jednak nuli kao i korekcija
pritiska p’. Kao $to je ranije reeno tada korekcije pritsiak nece generisati promjene
brzine pa vazi u=u’, v=v"i p=p".

Odbacivanje ¢lanova >anpund i 2anbvnb ima uticaj na nivo konvergencije u
svakom sluc¢aju. Korekcija za brzinu u’ u jednacini (11.4) zavisi i od sume susjednih
¢lanova kao i od polja pritiska, tj. drugog ¢lana. Ako se odbaci prvi ¢lan za moment,
onda se glavni uticaj daje polju pritiska, dok se uticaj okolnih ¢lanova zanemaruje,
Sto vodi do ¢injenice da se polje pritiska predimenzionira na neki nacin. Uslijed toga
moze se desiti da iterativni proces divergira, dok se ne uvede odredena relaksacija.
Faktori kojim se uzima u obzir relaksacija u momentnim jednacinama ow i Oy i
njihova upotreba u procesu iterativnog rjesavanja su objasnjeni u prethodnim
poglavljima. Umjesto kompletne korekcije pritiska uzima se samo njen jedan dio kao:

p=p +ap. (11.18)
Faktor relaksacije pritiska opr se uzima da je manji od 1 tako da se uzme u obzir
predimenzioniranje korekcije pritiska uslijed zanemarivanja uticaja susjednih
¢lanova na korekcije pritiska u" i v'. Vazno je naglasiti da se relaksacija korekcija
brzina ne vrs$i na nacin prikazan jedna¢inom (11.18). Cijela poenta relaksacije
korekcije pritiska je da se dobiju korekcije brzina koje zajedno sa pretpostavljenim

vrijednostima u” i v* zadovoljavaju jednacinu kontinuiteta.

11.2.3 Grani¢ni uslovi

U nekom od prethodnih poglavlja objasnjena je primjena grani¢nih uslova
razli¢itog tipa na sistem jednacina koji se rjeSava u odredenom domenu. Isti ili sli¢ni
zakljuéci se primjenjuju i na momentne jednacine. Ovdje je potrebno razjasniti
grani¢ne uslove koji se ti¢u polja pritiska. Dvije kategorije grani¢nih uslova je
potrebno ovdje razmotriti: normalna brzina i staticki pritisak.

Kada je poznata brzina na grani¢noj povrsini tj. povrsini kontrolisane
zapremine, podrazumijeva se da je data normalna komponenta brzine. Ovaj tip
grani¢nog uslova je karakteristican za slucajeve kada se posmatra kontrolisana

zapremina kroz ¢ije granice postoji ulazni odnosno izlazni tok fluida. Razmotrimo za
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momenat bilans mase na grani¢noj kontrolisanoj zapremini na slici 6.5. Nas cilj je da
napisemo jednacinu za korekciju pritiska za zapreminu koja je grani¢na. Integracijom
jednacine kontinuiteta dolazi se do izraza:

F -F +F -F =0. (11.19)
Iz prethodno izlozenog jasno je kako se definiSu vrijednosti fluksa Fe, Fn i Fs preko

korekcija pritiska. Clan Fp je poznat i zavisi od brzine na povr$ini b kao:

F, =pu,Ay . (11.20)
Ovaj ¢lan se direktno inkorporira u jednac¢inu kontinuiteta za grani¢nu celiju, tako da
u jednacini za korekciju pritiska za grani¢nu celiju nema ¢lana sa lijeve isto¢ne strane
u jednacini (11.16). Kada je u grani¢noj zapremini poznat pritisak tada je korekcija p’

za tu zapreminu jednaka nuli.

Slika 11.1. Grani¢na kontrolisana zapremina

11.2.4 Referentni pritisak i problem nestisljivosti

Kod strujanja nestisljivih fluida kada gustina prakti¢no ne zavisi od pritiska
jedine metode koje se mogu koristiti su metode na bazi pritiska, ¢iji je jedan od
predstavnika SIMPLE metoda koja je prethodno objasnjena. Razlike u pritiscima
izmedju pojedinih zapremina su jedinstveni, dok se to za pritisak ne moZe reci jer je i
p i p+C rjeSenje sisetema jednacina. Da bi pritisak bio jedinstveno odredjen potrebno

je odrediti repernu vrijednost pritiska u nekoj tacki domena. Ako se tako uradi tada

umjesto N jednacina polje korekcija pritiska se rjeSava u N-1 jednacini. Ovaj slucaj se
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samo javlja kada su grani¢ni uslovi zadati preko brzina. Medjutim ako je zadat
pritisak na nekoj od granica tada je polje korekcija koje se sra¢unava jedinstveno.
KOd strujanja stisljivog fluida gdje je gustina funkcija pritiska potrebno je dati bar
jedan grani¢ni uslov preko pritiska. Vratimo se sada na jednacinu (11.16) kojom se
odreduju korekcije pritiska. Nasa je slobodna volja da postavimo nivo pritiska na

brojnu vrijednost koju mi zelimo, na primjer nultu vrijednost.

11.3 SIMPLER algoritam

Prethodno izlozeni SIMPLE algoritam ima S$iroku upotrebu u mnogim
komercijalnim kodovima. Medjutim postoji nekoliko pokusaja da se ubrza proces
konvergiranja tokom iterativhog rjeSavanja problema. Jedan od njih je i tzv.
SIMPLER algoritam (SIMPLE - Revised). Jedna od karakteristika SIMPLE algoritma
je zanemarivanje ¢lanova 2anpunb i 2anbVnb tokom rjesavanja polja korekcija pritiska,
Sto dovodi do predimenzionisanja tokom proracuna korekcije pritiska, pa je potrebna
njihova relaksacija uvodjenjem posebnog faktora relaksacije. Uvodjenjem
relaksacionog faktora smanjuje se brzina konvegencije, medjutim pristup sa
korekcijama pritiska ima smisla, dok veéi problem predstavlja pocetno
predpostavljanje polja pritiska. U tom cilju SIMPLER algoritam nudi znatno
povoljnije rjeSenje jer ne zahtijeva pretpostavljanje polja pritiska u polaznoj tacki.
Kada se u pocetku rjesava polje brzina sa predpostavljenim pritiskom p* moze da se
izgubi pravi smisao strujnog polja, kkoji moze da ode tako daleko da ga je kasnije
nemoguce povratiti. Mnogo bolje rjeSenje je formiranje algoritma kojim se moze
odrediti umjesto predpostaviti polazno polje pritiska. Sa SIMPLER algoritmom

moguce je izvesti jednac¢inu za pritisak ako se podje od diskretizovanih momentnih

jednacina:
nb anbunb +be
u,= +de(pp_pE)
ae
banbvnb + bn ! (1121)
v, == +d,(pp—py)

a

e

pa ako se defini$u tzv. pseudo brzine:
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- nb anbunb + be

Ue =
ae
_ av +b (11.22)
nb N n n
Vn =
a

jednacina (11.22) moZze se napisati u obliku:
u,=u.+d,(p,—p;)

- . 11.23
v, =va+d,(pp—py) (1)

Ako se sada defini$u i maseni fluksevi kroz granice kontrolisane zapremine:

Fo=p,u.Ay
— -, (11.24)
Fn=p,viAx
tako da se jednacina (11.23) transformise u:
F,=F.+p,dAy(p,—pr)
(11.25)

F =F.+p,dAx(p,—py)
Ako se jednacine (11.25) smijene u jednacinu kontinuiteta (10.20) dobija se jednacina

za odredivanje pritiska:

apPp = Zanbpnb +b, (11.26)
nb
gdje je:
a, =p,d,Ay
ay =p,d, Ay
aN = pndnAx
as = p.d,Ax . (11.27)

ap = Zanb
nb

b=F.—Fc.+F,~F,
Forma jednacine za pritisak je ista kao i jednacina za korekciju pritiska, dok su
koeficijenti anb isti kao i kod jednacine za korekciju pritiska kod SIMPLE algoritma.
Slobodni ¢lan b kao i ranije predstavlja izvore mase koji su posledica neta¢nog

izratunavanja bilansa mase u kontrolisanim zapreminama sa brzinama ui v,
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umjesto sa brzinama iz prethodne iteracije u" i v' kao kod SIMPLE algoritma.

Osnovna razlika ovog algoritma u odnosu na SIMPLE je Sto nema potrebe za

pretpostavljanjem polja pritiska u pocetnoj iteraciji ve¢ se ono sra¢unava na osnovu

pseudo brzina ui v.

11.3.1 Sveobuhvatni algoritam za SIMPLER metodu

Naprijed opisani SIMPLER algoritam sastoji se iz sledec¢ih koraka:

1.

Pretpostavi se brzinsko polje ili se uzme iz prethodnog vremenskog
trenutka;

Izra¢unaju se pseudo brzine ui v izjednacina (11.22);

Izra¢una se polje pritiska iz jednacine (11.26);

Izra¢una se polje brzina u,v iz jedna¢ina (11.21), koriste¢i prethodno
srac¢unato polje pritiska;

Izrac¢unati ponovo izvore masa b, ali sada na osnovu sra¢unatog brzinskog
polja iz tacke 4;

Izra¢una se korekcija pritiska p’ iz jednacine (11.21);

Izvrsi se korekcija brzina iz tacke 4 sa sracunatim korekcijama pritiska, ali
se pritisak ne koriguje!;

Kada je jednacina kontinuiteta zadovoljena, sa sra¢unatim poljem brzina
sracunavaju se ostale skalarne transportne veli¢ine ¢, kao na primjer
entalpija ili koncentracija;

Provijeriti konvergenciju i vratiti se u tacku 2 ako nije zadovoljeno.

11.3.2 Diskusija i zaklju¢ci o SIMPLER algoritmu

Prikazani SIMPLER algoritam ima znacajne prednosti u odnosu na SIMPLE u

smilsu da nije potrebno pretpostavljati polje pritiska u pocetnoj iteraciji. Polje pritiska

se generise na osnovu debalansa masa uslijed smjenjivanja tzv. pseudo brzina u

jednacinu kontinuiteta. Za razliku od SIMPLE algoritma SIMPLE algoritam nema
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osobinu da sa predpostavljanjem polja pritiska unisti sliku strujnog polja koju kasnije
nije moguce regenerisati.

Kao druga znacajna osobina koja se moze navesti je da SIMPLER algoritam
racuna i pritisak i korekciju pritiska. 1z iskustva je poznato da sracunavanje pritiska i
korekcije pritiska uzima 90% kompjuterskog vremena za jedan vremenski korak
integracije, pa se koris¢enjem SIMPLE algoritma ovo vrijeme prakti¢no
prepolovljava. Cesto puta odsustvo Dirichlet - ovih grani¢nih uslova za pritisak ¢ini
proces konvergencije veoma sporim. Ista pric¢a vazi i za pritisak i korekciju pritiska. S
obzirom da se dva puta rjeSava jednacina sa pritiskom vrijeme prora¢una kod
SIMPLER algoritma je dva puta duze $to se moze navesti kao jedan od njegovih
nedostataka. Na kraju s obzirom da se korekcija pritiska p" ne koristi za korekciju

pritiska nije potrebna relaksacija kao kod SIMPLE algoritma.

11.4 SIMPLEC algoritam

Algoritam pod nazivom SIMPLEC predstavlja u stvari SIMPLE - Corrected
algoritam i kao i prethodni dijagram ima za cilj da prevazidje problem koji ima
SIMPLE algoritam a koji je vezan za zanemarivanje ¢lanova Xanpunb i 2anbVnp U

jednacinama (11.7). Umjesto zanemarivanja ovih ¢lanova uvodi se aproksimacija kao:

Z anbunb = ue Z anb

nb nb

Sa,~v.Ya, (11.28)
nb " nb n nb

nb nb

pa se jednacina (11.4) transformise u oblik:

(ae z] (P PAY

nb
(11.29)

(an -> a, jv; =(pp— Py)Ax
nb

Sada se ¢lanovi de i dn mijenjaju pa imaju oblik:
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J=—
(ae - Z anb )
nb
Ax . (11.30)
d=—"o
(an - Z anb )
nb

Ostatak procedure je isti kao kod SIMPLE algoritma, osim Sto nije potrebna
relaksacija kao u jednacini (11.18). Iz jednacine (11.30) se vidi da je momentnu
jednacinu potrebno relaksirati da bi se izbjeglo da imenioci u jednacinama (11.30)
budu razli¢ite od nule. U praksi se pokazuje da SIMPLEC algoritam konvergira brze
od SIMPLE algoritma dok je vrijeme kra¢e dva puta od SIMPLER algoritma.

11.5 Optimalna relaksacija za SIMPLE algoritam

Moguce je napraviti SIMPLE algoritam brzim koriste¢i SIMPLEC algoritam ili
odabirom odgovarajuceg relaksacionog faktora. Procedura SIMPLE uvodi korekciju

pritiska tako da je:

p=p +a,p, (11.31)
dok je kod SIMPLEC algoritma:

p=p +p. (11.32)
Umijesto korekcije p’ neka se sada SIMPLE algoritmom sradunava varijabla p’ koja se
sracunava kao:

; =a,p. (11.33)
pa poslije toga jednacina za korekciju ima oblik jednacine (11.32). Sada se SIMPLE

algoritam moze tretirati kao SIMPLEC ako se sracunava ;umjesto p. Razmotrimo

sada jednacinu za p’ koja se rjesava SIMPLEC algoritmom. Jednacina ima formu:

Ap Pp = 0y Py tb, (11.34)
nb

gdje koeficijenti anp imaju formu:
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Lo P
" =S a, (11.35)
nb

Razmotrimo sada slu¢aj da nema izvornog ¢lana radi jednostavnosti. Clan ae koji
predstavlja sumu okolnih ¢lanova za pomjerenu kontrolisanu zapreminu mora se

relaksirati da se izbjegne dijeljenje sa nulom u jednacini (11.35) tako da ima formu:

pH
— nb

a,, =
b a (11.36)
pa se zamjenom poslednje jednacine u jednacinu (11.35) dobija:
2
g = PN
O . (11.37)
‘ zanb
au nb

Vratimo se sada izvorno SIMPLE algoritmu. Ako se srac¢unavaju korekcije p" u formi

p dobija se jednacina za korekcije u formi:

Ap Pp = dy Py tb, (11.38)
nb

gdje koeficijenti an, imaju formu:

pAY’

a,,=——"

n .
szanb

u nb

(11.39)

Ako se sada zahtijeva da koeficijenti sra¢unati prethodnom jednacinom budu isti kao

koeficijenti u jednacini (11.37) dobija se da mora biti:
o,=1-a,. (11.40)
Dakle, ako se koristi poslednja jednacina za relaksaciju momentne jednacine i

korekcije pritiska vidi se da se prakti¢no reprodukuje SIMPLEC algoritam.
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11.6 Zakljuc¢ak

U ovom poglavlju prikazana su tri razli¢ita nac¢ina za diskretizaciju momentne
jednacine i jednacine kontinuiteta, iz kojih se odredjuje polje pritiska i polje brzina u
nekom domenu. Pored ova tri metoda u literaturi postoje jo§ metoda koje takodje
polaze od bazicnog SIMPLE algoritma. Sve prikazane procedure imaju dobre
performanse u smislu koriséenja rac¢unarskih resursa kao i vremena proracuna za
razlicite klase problema. Glavno vrijeme koje je potrebno za izracunavanje potrosi se
na rjeSavanje polja pritiska pa u tom smislu SIMPLE i SIMPLEC algoritam imaju
odredjene prednosti u odnosu na SIMLER, kod kojega se u toku jednog vremenskog
koraka (iteracije) sracunavanje pritiska vrsi dva puta. Kada je problem koji se rjesava
izuzetno nelinearan uslijed postojanja zapreminskih sila koje indukuju snazne
promjene polja pritiska, obi¢no je potrebno viSe iteracija za savladavanje problema,

pa je i relaksacija potrebna pri rjeSavanju momentne i jednacina pritiska.



